
THÉORIE DES NOMBRES 
BESANÇON 

Années 1992/93-1993/94 

La norme des espaces quadratiques et la forme 
trace des algèbres simples centrales 

J.-P. TIGNOL 



La norme des espaces quadratiques 
et la forme trace des algèbres simples centrales 

Jean-Pierre Tignol* 
IRMAR - Université de Rennes I 

Campus de Beaulieu 
35042 Rennes Cedex 

Le transfert (de Scharlau) associe à tout espace quadratique sur un corps K , extension 
finie d 'un corps k, un espace quadratique sur k moyennant le choix d 'une forme linéaire 
s : K —> k. Cette construction bien connue (voir [2, Chap. 7], [8, Chap. 2, §5]) rend 
d ' importants services en théorie algébrique des formes quadratiques. 

L'objet de cet article est d 'at t irer l 'attention du lecteur sur une version multiplicative 
du transfert de Scharlau. Plusieurs propriétés importantes du transfert , telles que l'additi-
vité ou la compatibilité avec l'équivalence de Wit t , font défaut à cette version multiplica-
tive; cependant la dernière partie de ce travail montre que celle-ci apparaît de manière 
naturelle en relation avec certaines formes hermitiennes dans le calcul de l'algèbre de 
ClifFord de la forme Trdyi(.T2), où Trd^ est la trace réduite d 'une algèbre simple centrale 
A. 

Pour simplifier, et parce que ce cas est suffisant pour l 'application envisagée, seul le 
cas où l'extension K/k est quadratique est t rai té ici. 

Dans tout ce travail, la caractéristique du corps de base est supposée différente de 
2. Si <p est une forme quadratique sur un corps k, on note déty> l'élément de kx/kx2 

représenté par le déterminant de 1a. matrice de </j par rapport à une base quelconque. Le 
discriminant de ip est défini par: 

dise<p = ( - l ) n ( n - ^ / 2 d é t ^ € kx/kx2. 

1 La norme et la trace des espaces quadratiques 
Soit K / k une extension quadratique de corps. On note ~ : a —»• â l 'automorphisme non 
trivial de K/k. 

A tout espace vectoriel V sur K, on associe un nouvel espace vectoriel 

V = {û | v € F}, 

où l 'addition et la multiplication scalaire sont définies par: 

v + w ~ v + w va = va pour v,w G V et a 6 K. 

*Subventionné en partie par le Fonds National de la Recherche Scientifique (Belgique). 



On définit alors la norme de V: c'est l'espace vectoriel sur K des éléments de V 0K V 
invariants sous l 'homomorphisme d'échange 

é: V0KV ~^V0KV 

défini par: 
é(v 0 w) = w 0 v pour v, w € V. 

Donc, 
NK/k(V) = {x e V0K V I é(x) = xj. 

La multiplication scalaire dans V 0K V définit un isomorphisme canonique d'espaces 
vectoriels sur K : 

NK/k(V)0kI< ^ V 0 K V . 

En particulier, 
d im,A^ 7 f c (V) = (dimA-V02. 

Si b : V x V —> K est une forme bilinéaire, on définit une forme bilinéaire 

b : V xV K 

par: 

b(v,w) = b(v,w) pour v,w Ç V. 

Soit à présent ip : V —> I\ une forme quadratique et soit b sa forme bilinéaire associée: 

b(v, w) = \[<p(v + w) — <p(v) — y>(«>)] pour v, w G V. 

La norme de ip, notée NK/k{<p)i e s t alors définie comme la restriction à Nx/k{V) de la 
forme quadratique Tp 0 <p sur V 0 k V associée à la forme bilinéaire b 0 b. Par exemple, 
pour v, w G V, 

NK/k(<p)(v 0w + iv0v) = tp(v)(p(iv) + ip(w)tp(v) + 2NK/k(b(v, w)). 

Les propriétés suivantes sont des conséquences directes de la définition, dont la démons-
tration est laissée au lecteur: 

1.1 Propriétés . a) L'isomorphisme canonique Nx/k(V) K - V 0k V induit une 
isométrie: 

{NK/k(V), NK/k(ip)) 0k K = (V 0K V,<p®ip). 

b) Si (V, <p) et (W7, ?/>) sont des espaces quadratiques sur K, il y a une isométrie cano-
nique: 

(NK/k(V 0K W), NK/k(<p 0 </>)) = (NK/k(V), NK/k(<p)) 0k (NK/k(W), NK/k(rJ>)). 

c) L'isomorphisme canonique V 0)k V V 0k V qui permute les facteurs induit une 
isométrie canonique: 

(NK/k(V),NK/k{<p)) = (NK/k(V),NK/k(<p)). 

Il résulte en particulier de la propriété (a) que Nx/ki 'P) e s t une forme quadratique non 
singulière si ip est non singulière (ce que l'on supposera toujours dans la suite). 



Pour décrire une base orthogonale de posons K = k(y/d), choisissons 8 G K 
tel que 82 = ri, et considérons une base orthogonale de V: soit ( e i , . . . , en) , et soit a ; = 
<p(ei)(^ 0) pour i = 1,. . . , n, c'est-à-dire que <p admet la diagonalisation: 

(p — (ai,... ,an). 

Pour i,j = 1 , . . . , n, soit f/ î? C V ®a" V le sous-espace vectoriel sur K engendré par 
ëï 0 ej et ëj <g> e,-. Ce sous-espace est stable sous l 'homomorphisme é d'échange; soit 
U'tJ C U{j l'espace vectoriel sur k des éléments invariants. Comme les sous-espaces Uij 
sont orthogonaux deux à deux, on a la décomposition en somme directe orthogonale: 

NK/k(V)=® Ulj. (1) 

Pour i = j, l'élément ë7® e,; forme une base de et 

Ni</k(ip){ër & et) = 07 g) ai = NK/k(ai). 

Pour i j , une base de £//• est donnée par 

(ë7 0 ej + ë j ® e,:, ë7 <S) e, 8 - ëj ® e2 8). 

Par rapport à cette base, la matrice de la restriction de la forme Nk/u^) e s t : 

( âîaj + ~âja,, («7a,- — ctjai)8 \ 
(cêîaj — (âïaj -i-âja^d J ' 

de déterminant 4Nx/k(aia. j)d. 

1.2 Propos i t ion . Soit K 

Pour toute forme quadratique tp de dimension n sur K, 

à\scNK,k(y) = dét NK/k(tp) = NK/k(détip) • dn("-1)/2 • F 2 . 

b) Pour le plan hyperbolique Ha- sur Ii, 

N1</k(MK) = (2)-(l,-d). 

c) Pour toute forme quadratique (p sur K, on a l'égalité suivante dans le groupe de 
Witt Wk: 

NK/k{<P + Hfir) = NK/k{<p) + NK/k(WK). 

Démonstration: Les deux premières parties résultent directement de la décomposition de 
la norme Nx/k(ip) associée à une base orthogonale de cp: voir (1) ci-dessus. Pour établir la 
troisième, on forme une base orthogonale ( e l 5 . . . , en+2) de la somme orthogonale (p EB Ha 
telle que ( e x , . . . , en) soit base orthogonale pour ip et (e n + 1 , en+2) une base orthogonale de 
Ha'. D'après (1), on a 

NK/k(<P BB Ma) = Nk/M œ NK/k{mK) œ m ([/• n + 1 œ £// + 2 ) Ll<t<n 

d'où la Proposition car l'espace f / / n + 1 ffl U'i n+2 est hyperbolique. 



On se propose à présent de déterminer l'algèbre de ClifFord de la forme Nj(/k(ip), dans 
le cas où la dimension de ip est paire. 

On note Tj^/k la forme trace de K / k : 

TK/k(x) = x + x pour x G K. 

Pour x, y G Kx on a 

TK[k{x) TK/k{xy2) = TK/k(xy)2 -f {(y - y)8~x]2dNK/k(x), 

ce qui montre que si Tx/k(x)TK/k(xy2) ^ 0 l'algèbre de quaternions 

(TK/k(x) TK/k(xy2), -dNK/k(x))k 

est déployée, d'où l'égalité suivante dans le groupe de Brauer Br k: 

(TK/k(x), -dNI</k(x))k = (TK/k(xy2), - d N K / k ( x y 2 ) ) k . 

Si Tiqk(x) = 0, alors x G 8 • kx et par conséquent —dN^/^x) G kx2. Pour tout y G Kx 

tel que TK/k{xV2) 0 l'algèbre de quaternions 

(TK/k{xy2), -dNK/k(xy2))k 

est alors déployée. Il en résulte que l'on peut définir sans ambiguïté pour toute classe de 
carrés £ G K * / K * 2 une algèbre de quaternions e(£) par: 

= (TK/k{x),-dNK/k(x))k, 

où x G Kx est un représentant quelconque de £ tel que Tx/k(x) ^ 0. On a donc e(£) = 0 
dans Br k si £ est représenté par un élément x G Kx tel que Tx/k(x) = 0. D'après 
la description ci-dessous de 1a, trace d'une forme quadratique, on peut aussi définir e(£) 
comme l'algèbre de ClifFord de TK/k((x)). 

1.3 Propos i t i on . Soit cp une forme quadratique de dimension n = 2m sur K. L'algèbre 
de Clifford C(N^/k((p)) est déterminée dans le groupe de Brauer Br k par la formule 
suivante: 

C(NK/k(p>)) = e(disc(/p) + (d, 

Démonstration: Si m = 1, la formule résulte d 'un calcul direct. Si m = 2 et dise ip = 1, 
alors 

ip = (a) 0 ipi (g) <p2 

pour un certain a G Kx et pour certaines formes quadratiques tp1, <p2 de dimension 2 sur 
K. D'après la propriété 1.1 (b), 

Nk/M = {Ni</k(a)) ® NK/k{^) ® NK/k(<p2), 

d'où 

C(NK/k(p)) = CiNKfkM <g> NK/k(<p2)). 

Or, la Proposition 1.2 montre que N^/k{ip>i) et NRyk(p>2) sont de discriminant d, donc 

C{NK/k(<Pi) ® Nn/kM) = (d,d)k = (d, - l ) j t dans Br k. 



Dans le cas général, on procède par induction sur m ( > 2). Si <p est isotrope, il existe une 
forme quadrat ique 0 de dimension 2(m — 1) sur K telle que 

<p = œ 

D'après la Proposit ion 1.2(c) , on a 

NK/k(<f) = NK/k(i/>) + NK/k(MK) dans Wk, 

et la Proposit ion découle des formules connues pour l 'algèbre de Clifford d 'une somme 
directe (voir par exemple [2, p. 121]). 

Si <p est anisotrope, soit X la quadrique projective d 'équation tp = 0 et R,K/k(X) la 
variété algébrique sur k obtenue par restriction des scalaires (à la Weil). Soit encore 
k' — k(R.K/k(X)) et K' = K ®k k' = K{X X X). La forme quadrat ique <pK> obtenue en 
étendant les scalaires de K à K ' est isotrope; comme la Proposition est déjà démontrée 
pour les formes isotropes, 1a, différence 

A = C(NK/k(<p)) - e ( d i s c ^ ) , - (d,2m+1(-ir(m~1)/2)* 

est donc dans le noyau de l 'homomorphisme d'extension des scalaires 

Br k Br k'. 

Ce noyau est déterminé dans [5, Corollary 2.12]: c'est la corestriction de K à A; du noyau de 
l 'homomorphisme d'extension des scalaires Br A' —» Br K(X). D'après [10, Corollaire 4.3], 
ce dernier est injectif, sauf si m = 2 et dise c/? = 1. L 'argument donne donc A = 0 sauf 
peut-être dans ce cas particulier. La Proposition est ainsi démontrée, car la formule a 
déjà été établie plus haut dans le cas exceptionnel. • 

Pour la facilité des comparaisons entre la norme et le t ransfert , nous terminons cette 
section en rappelant les principales propriétés du transfert de Scharlau relativement à la 
forme trace Tx/ k . 

Tout espace vectoriel V sur K définit un espace vectoriel T&yt(V) sur k, obtenu en ne 
retenant de V que sa s t ructure d'espace vectoriel sur k. Donc, en tan t qu'ensembles, 

TK/k(V) = V, 

et l'on a clairement: TK/^V) = TK/^V). Toute forme quadrat ique tp : V —> K définit 
une forme quadrat ique 

TK/k(v) •• TK/k(V) - k 

par: 
Tic/k(<p){x) = TI<lk(<p{x)) pour x € V. 

Pour souligner l 'analogie entre cette construction et celle de la norme Nx/k((p), on peut 
aussi définir Tx/k(V) comme l'espace vectoriel sur k des éléments de V © V qui sont 
invariants sous l 'homomorphisme d'échange 

é e : F © V - > F e V 

défini par: 
é e (ùT,u 2 ) = 0^2 ,^ ) pour vi,v2 G V. 



En effet, les éléments invariants sous é® sont de la forme (y, v) avec v G V, et sont 
donc en bijection naturelle avec V (et donc avec T^/k(V)). Par cette bijection, la forme 
quadratique Tx/k(ip) peut être vue comme induite par la forme quadratique îp ES tp sur 
F © V. 

1.4 Propriétés . a) Le plongement Tx/k{V) V © V décrit ci-dessus induit une 
isométrie: 

{TK/k(V),TKlk(p))®kK = {V ®V,îpmp). 

b) Si (V,(p) et (W^) sont des espaces quadratiques sur K, il y a une isométrie cano-
nique: 

(TK/k(V © W), TK/k(p EH V)) = (TK/k(V), TK/k(<p)) œ (TK/k(W), TK/k(t/,)). 

c) Pour tout espace quadratique (V,ip) sur K, il y a une isométrie canonique: 

(TK/k(V),TK/k(p)) = (TK/k(V),TK/k(<p)). 

(Voir [2, Chap. 7], [8, Chap. 2, §8]). 

Comme précédemment, posons K = k(y/d) et choisissons 6 £ K tel que S2 = d. Soit 
(e i , . . ., en) une base othogonale de V et soit 

<p = (a3,. . ., an) 

la diagonalisation correspondante. On a alors une décomposition de Tk/^V) en somme 
orthogonale: 

Tm{V) = S Vi î=I 
où Vi = Tfc/k^i ' K) e s t le sous-espace engendré par e,- et e,;^. Par rapport à cette base, 
la matrice de la restriction de Tx/k(<p) est 

TK/k{cxi) TK/k{aiS) \ 
TK/k{ar6) dTK/k{ai) J ' 

de déterminant idNK/k{a.i). La Proposition suivante se déduit de cette décomposition 
par des calculs directs: 

1.5 Propos i t ion . Soit I( — k(Vd,). 

a) Pour toute forme quadratique <p de dimension n sur K, 

dét TK/k(p) = NI</k(détp).dn-k*\ 
diseTK / k(<p) = ( — l)nNx/k(disc(p) • dn • kx2. 

b) Pour toute forme quadratique <p sur k, 

TK/k(pK) = <p • (2) • ( M ) = <p • TK/k((l)K). 

c) Pour le plan hyperbolique M^ sur K, 

TK/k(MK) = 2Mk. 



d) La trace Tx/k induit un homomorphisme de groupes de Witt: 

(Ta-/,)* : WK -> Wk. 

Il y a également une relation directe entre l'algèbre de Clifford de la forme Tx/k{(p) et 
celle de (p, qui s'exprime à l'aide de la corestriction 

CorK /k •' Br K —> Br k. 

Soit IK l'idéal fondamental de WK, dont les éléments sont représentés par les formes 
quadratiques de dimension paire. L'application qui à toute forme quadratique associe son 
algèbre de Clifford induit un homomorphisme 

C : I2I< Br K. 

Le résultat suivant est dû à Arason [1, Satz 4.18] (voir aussi [6, §6, Cor.l]): 

1.6 Lemme. Le diagramme 

pK ^ I2k 

Br I< ^ Br k 

est commutatif. 

Démonstration: On commence par mettre en évidence un système de générateurs de I2K 
modulo L3K. L'idéal I2L{ est engendré par les formes de Pfister doubles, c'est-à-dire les 
formes quadratiques 

((a, b)) = (!,-«) 0 (1 ,-b) avec a,be I<x • 

Comme pour a,b,c G A' x , 
((a,b))-(c)-((a,b))eIzK, 

il en résulte que toute forme </? € I 2 I ( est somme clans W K de formes de Pfister doubles 
et d 'une forme de I 3 I i : 

<^ee £((«„&,)) mod L3K (2) 
i 

pour certains a;, 6,; 6 K * . 

Pour a, b G A'x , on peut trouver a , fi G kx tels que 

aa + flb = 0 ou 1, 

vu que [K : k] = 2. La forme ((aa,flb)) est alors hyperbolique, donc 

({a, b)) + ((«, b)) + ((a, fi)) + {(a, fi)) = ((aa, fib)) = 0 mod I3I<. 
On peut donc remplacer clans la décomposition (2) ci-dessus chacune des formes ((a,-, 6,-)) 
par une somme de formes de Pfister doubles du type ((a,b)) avec a € kx et b € Kx. 
Comme l'algèbre de Clifford de toute forme de I3K est déployée, il suffit de prouver: 

C(TK/k((a,b))) = Cor K / k (C( (a ,b ) ) ) pour a G F et b G I<x, 

ce qui résulte d'un calcul direct utilisant la formule de projection. • 



1.7 Propos i t ion . Pour toute forme quadratique ip de dimension paire sur K, 

C(TK/k(<p)) = CoTK/k(C{<p)) + e(discv?) + (d,2NK/k(disc<p))k dans B r k . 

Démonstration: Comme la dimension de (p est paire, on a 

<p = ((dise ip)) mod I2K. 

Du Lemme précédent, on déduit alors: 

C(TK/k(<p - ((dise <,?)))) = C o r K / k ( C ( v ~ «disc^»)) . 

La Proposition s'en déduit par l 'additivité de la trace (propriété lA(b)) et celle de l'algèbre 
de Clifford, suivant laquelle 

C(<p œ ip) = C(ip) + C(?/>) + (dise dise iji)k dans BrA; 

pour de dimension paire (voir [2, p. 121]). • 

Signalons le cas particulier suivant, obtenu en prenant ip — {a,b) (ou <p = ((a,b))): 

1.8 Corollaire. Pour a,b € Kx, 

C o r K / k ( a , b)K = e( l ) + e(a) + e(b) + e(ab) + (NK/k(a), NK/k(b))k. 

2 La norme et la trace des espaces hermitiens 
Comme dans la section précédente, K/k est une extension quadratique de corps et V un 
espace vectoriel sur K . Au lieu d'une forme quadratique, on considère cette fois une forme 
hermitienne 

h : V x V -> K 

relativement à l 'automorphisme non trivial - de K / k . On a donc 

h(va,w(3) = ah(v,w)fl et h(w,v) = h(v,w) pour v, w G V et a , j3 G K. 

Le produit h ® h est maintenant une forme hermitienne sur V ®k définie par 

h <g) h(vj (g) v2)W[<%) w2) = h(vi,v2)h,(wi,iv2) pour £ V-

Cette forme hermitienne satisfait la propriété suivante vis-à-vis de l 'homomorphisme e 
d'échange: 

h 0 h(é(x), é(y)) = h ® h(x, y) pour x, y G V V. 

Dès lors, la restriction de h <S> h à la norme Nx/ k (V) est une forme bilinéaire symétrique, 
que l'on note Nx/k(h). Abusant quelque peu des notations, on notera de la même manière 
la forme quadratique associée. On a donc 

NK/k(h)(v Ç<) w + w ® v) = 2h(v,v)h(w,w) -f TK/k(h(v, w)2). 



2.1 Propriétés . a) Si (V,h) et (V',h') sont des espaces hermitiens sur K, il y a une 
isométrie canonique: 

(NK/k(V ®K V), NK/k(h ®h')) = (NK/k(V), NK/k(h)) <8>* {NK/k{V'), NK/k(h')). 

b) L'isomorphisme canonique V V ^ V V qui permute les facteurs induit une 
isométrie canonique: 

(NK/k(V),NK/k(h)) = (NK/k(V),NK/k(h)). 

Comme précédemment, on peut décrire une diagonalisation de la forme Nx/ k (h) au moyen 
d'une base orthogonale de V: soit (e j , . . . , e,n) une telle base et soit 

h(e{, et) = a{ (<E k). 

Posons K = k(y/d) et choisissons S 6 K tel que 82 = d. Les éléments 

(è? ® e , - ) ^ ^ , (ë~t ® e, + ë j ® e ^ i ^ n et (ë7 (g) e.jS - ëj ® e i5)1< i < i<n 

forment alors une base orthogonale de N]</k(V) pour la forme NK/k(h). Par rapport à 
cette base, la forme Nx/ k (h) admet la diagonalisation suivante: 

NK/k(h) = n (1) ffi (2) • (1, -d) • ( m (aiaj)) . 
\ l < t < . 7 <N J 

En particulier, la forme NK/k(h) est non singulière si h est non singulière (c'est-à-dire 
que ai ^ 0 pour tout i), ce que Von supposera toujours dans la suite. En utilisant la 
diagonalisation ci-dessus, il est facile de calculer le discriminant de NKjk(h)\ 

dise NK/k(h) = dét NK/k(h) = (-d)n{n-1)/2 • k\ 

où n = dim/<- V. 

Le déterminant de la matrice de h par rapport à une base quelconque de V est 
un élément de kx que tout changement de base multiplie par une norme de Kx. Le 
déterminant de h est donc bien défini dans le quotient kx/Nx/k(Kx), et l'on peut définir 
un invariant analogue au discriminant, représenté par une algèbre de quaternions: 

dise (h) = (</ , ( - l ) n ( n " 1 ) / 2 dét / i ) f c e Brifc, 

où n = dim/< V. Cet invariant est en relation directe avec l'algèbre de Clifford de la forme 
norme: 

2.2 Propos i t ion . Si dirn^- V = n = 2m, 

C{NI</k(h)) = disc(/7) + ( - d , 2 m ( - l ) m < m " ^ ' 2 ) k dans Br k. 

Cette Proposition s'obtient par les formules qui décrivent l'algèbre de Clifford d'une 
somme directe (voir [2, p. 121]), en utilisant une diagonalisation de la forme Nk/^K). 



La norme Nfc/k{h) admet aussi une version additive: sur le ^-espace vectoriel Tx/k{V), 
on définit une forme quadratique Th-/k(li) par: 

TK/k(h)(x) = TK/k(h(x,x)) = 2 h ( x , x ) pour x G V. 

Si ( e 1 ; . . . , en) est une base orthogonale de V sur K pour la forme hermitienne h, alors 
(ei, e i ^ , . . . , en, enS) est une base orthogonale de V sur k pour la forme Tx/k{h). En posant 
ai = h(e{, e{) pour i = 1 , . . . , n, on obtient 

TK/k(h) = (2) • (1 ,-d) • ( a i , . . . ,an). 

Le déterminant et l'algèbre de ClifFord de la forme sont dès lors faciles à calculer: 

2.3 Propos i t ion . Avec les notations ci-dessus, 

dét TK/k(h) = ( - r i ) " - F 2 , 
dise TK/k(h) = dn-kx2 

et, si n est pair, 
C(TK/k{h)) = dise (h) dans Br k. 

3 La forme trace des algèbres simples centrales 
Pour toute algèbre simple centrale A de dimension finie sur un corps K, on note 

deg A = y^dimA' A 

le degré de A et 
TA: A I < 

la forme quadratique définie par 

Ta(x) = Trdyi(x2) pour i G A , 

où Trdyi est la trace réduite. Cette forme a été étudiée en particulier par Lewis [3] et par 
Lewis-Morales [4]. Les propriétés suivantes ont déjà été mises en évidence dans [3]: 

3.1 Propriétés . a) Si A est déployée par une extension de K de degré impair (par 
exemple si A est déployée ou si le degré de A est impair), 

TA = N{ 1) FFL 

où n = deg A. 

b) Si A est une algèbre simple centrale de degré n, 

dise TU = dét TA = ( - 1 

c) Si A et Al sont deux algèbres simples centrales sur K, 

Ta*kA> — Ta <8> TA>-



Démonstration: (a) Si A est une algèbre de matrices, la forme T,\ est facile à déterminer 
par un calcul direct. Si A est déployée par une extension LjK de degré impair, alors 
la différence Ta — n{ 1) est dans le noyau de l'homomorphisme d'extension des scalaires 
W K —» WL. Or un théorème de Springer [2, p. 198], [8, p. 46] montre que cet homomor-
phisme est injectif. La propriété (a) est donc démontrée. 
(b) Soit F/ K une extension qui déploie A et telle que K soit algébriquement clos dans F. 
(On peut prendre par exemple pour F le corps des fonctions de la variété de Severi-Brauer 
de A). L'homomorphisme Kx/Kx2 —> Fx/Fx2 induit par l'inclusion K C F est alors 
injectif. Or, comme F déploie A, le quotient discTyi • disc(n (1) ffl n i l^ i lH)- 1 est dans le 
noyau de cet homomorphisme. La propriété (b) en découle. 
Enfin, (c) provient de la formule suivante: 

TrdJ4®A./i/(a ® a') = TixU(a) • Trd^/(a') pour a £ A et a' £ A'. 

• 
On se propose d'étudier diverses constructions liées à la forme Ta-

Supposons pour commencer que A admette une involution de seconde espèce a, c'est-à-
dire un anti-automorphisme d'ordre 2 dont 1a, restriction au centre K n'est pas l'identité. 
Le sous-corps k C K des éléments invariants sous a est alors de codimension 2. Soit 
(t4, <t)+ l'espace vectoriel sur k des éléments de A symétriques (c'est-à-dire invariants) 
sous a. La restriction de TA à (A, a)+ est une forme quadratique 

/ : (A, <t)+ k. 

Exemple 1: Soit V un espace vectoriel sur un corps K, extension quadratique d'un sous-
corps k, muni d'une forme hermitienne h non singulière. L'algèbre A = Endx(V') admet 
alors une involution a^ de seconde espèce adjointe à h, définie par la relation: 

h{xj{y)) = h(<7h(f){x),y) pour x,yeV et / G A. 

3.2 Propos i t ion . Il y a une isométrie naturelle: 

( (End A - (V) ,a ; , ) + ^) ~ (NK/k(V),NK/k(h)) (= (NK/k(V),NK/k(h))). 

Démonstration: La forme hermitienne h, étant supposée non singulière, induit un isomor-
phisme 

h : V A F* = H o m K ( V , K ) 

défini par: 
h(x)(y) = h(x,y) pour x,y G V. 

En composant cet isomorphisme avec l'isomorphisme canonique VAM\^( V) = V ®K V*, on 
obtient un isomorphisme canonique d'espaces vectoriels sur I \ : 

Endflr(V) = V ®K V, 

qui transporte l'involution a h sur l 'homomorphisme é d'échange et induit par conséquent 
un isomorphisme canonique: 

(End K(V),ah)+ = NK/k(V). 



On vérifie de plus: 

TvdA{ah(f)g) = h (S) h{f,g) pour f,g G EndK-(V), 

donc l'isomorphisme canonique End/<-(V) = V 0k V induit l'isométrie annoncée, par 
restriction aux éléments invariants sous a h d'une part et sous é d 'autre part . • 

Exemple 2: Considérons une algèbre simple centrale A quelconque sur K. On note A 
l'algèbre conjuguée, définie par: 

A = {â | a G A) 

avec les opérations: 

a + b = a + b âb = ab lia = aa pour a, b G A et a G K. 

Soit Aop l'algèbre opposée de A. Le produit A 0 k Aop porte une involution canonique B 
de deuxième espèce, définie par 

0(â 0 bop) = b 0 aop pour a, b G A. 

3.3 Propos i t ion . L'application canonique A 0K A —y A 0K Aop qui envoie a 0 b sur 
a0 bop induit une isométrit d'espaces quadratiques sur k: 

(NK/k(A),NK/k(TA)) = ((Â0k Aop,0)+,t). 

Démonstration: L'application canonique A 0 A —» A 0 >4op transporte l'homomorphisme 
é d'échange sur l'involution elle fait donc se correspondre les espaces d'éléments inva-
riants: 

NK/k(A)^(Â0KA°p,0)+. 

Pour voir que cette correspondance est une isométrie, il suffit de remarquer: 

TA 0 TA = T-j0 TA°P = TJTS)AOP. 

Les deux exemples précédents se présentent dans la situation suivante: 
Soit A une algèbre simple centrale sur un corps k. Supposons que A contienne un 

corps K , extension quadratique de k. Son degré est alors divisible par 2; soit 

deg A = n = 2m. 

Comme précédemment, on note K = k(\fd) et on choisit 8 G K tel que 82 = d. Soit 
B le centralisateur de K dans A — l'algèbre B est donc simple centrale sur K de degré 
m — et soit 

B' = {x G A | x8 = -8x}. 

L'ensemble B' est de manière naturelle un espace vectoriel sur K , la multiplication scalaire 
* étant définie comme la multiplication dans A, le facteur de I( étant placé à droite: pour 
b' G B' et a £ / i on pose 

b' * a = b'a = ab'. 



3.4 Lemme. En tant, qu'espace quadratique sur k pour la forme TA, l'algèbre A se dé-
compose en somme directe orthogonale: 

A = B SB' 

et 

dim B = dim B' = | dim A = 2m2. 

Démonstration: Tout élément a G A admet une décomposition unique: 

a = b + b' 

avec b = | ( a + 8aë~l) G B et b' = a — êaS^1) G B'. Tout élément b' G B' est de trace 
réduite nulle, car 

Trdyl(6 /) = T r d ^ f e ' r 1 ) = -Trd A (6 ' ) -

Pour b G B et b' G Bon a bh' G B', donc, par l'observation précédente: 

TvdA{bb') = 0. 

Cela prouve que B et B' sont orthogonaux pour la forme TA- Comme deg B = m, on a 
dimfc B — 2m2, donc dimfc B' = 2m2. m 

Soit T' la restriction de 1a, forme quadratique TA au sous-espace B' C A. Comme le 
produit de deux éléments de B' est dans B, on peut définir une forme hermitienne 

h : B' xB' I< 

par: 
h(y1,b,

2) = TvdB(b'1b,
2). 

Pour b' £ B', on a, 

T'(b') = TrclA(b'2) = TK/k(TvdB(b'2)) = TK/k(h(b' ,6')), 

donc T' = TK/k{h). 

3.5 Propos i t ion . Il y a une isométric naturelle: 

(NK/k(B'),NK/k(h.)) ~ (NK/k(B),NK/k(TB)). 

Démonstration: La multiplication clans A induit un homomorphisme d'algèbres sur K: 

$ : B Bop E n d K ( B ' ) 

défini par: 

Comme l'algèbre B Bop est simple, l 'homomorphisme $ est injectif. Comme de plus 
dimk B' = d i m k B , l 'homomorphisme $ est un isomorphisme. Pour bi,b2 G B et b[,b'2 G 
B' on a 

h f â M f a ) = TvdBib'Mh) = TidBihVMJ = h^b'^K). 



Dès lors, l ' isomorphisme $ t ransporte l'involution canonique 0 de B®KB°p sur l 'involution 
<th adjointe à la forme hermitienne h: 

$ : (B 0 K BOP, 6) ^ ( E n d K ( B ' ) , A H ) . 

Par les Propositions 3.2 et 3.3, on en déduit les isométries suivantes: 

(NK/k(B'),NK/k(h)) ~ ((End K(B'),ah)+,t) 

~ ((B®KB°P,9)+,t) 

~ (NK/K(B),NK/K(TB)). 

Comme application des résultats précédents, nous retrouvons la formule qui donne 
l'algèbre de Clifford de la forme TA. Vu 1a. propriété 3.1 (a), il suffit de considérer le cas 
où le degré de A est pair. Pour tout entier pair n > 1, on note C(n) l 'algèbre de Clifford 
de 1a. forme n ( l ) . On a, donc: 

C(n) = | f ( f - 1) • ( - 1 , - 1 ) * dans Br k. 

3.6 P r o p o s i t i o n . Pour toute algèbre simple centrale A de degré n pair sur un corps k, 
on a 

C(TA) = f • A + C(n) dans Br k. 

Cette formule a été établie indépendamment, par Saltman [7], Serre [9, p. 118] et par 
Lewis-Morales [4]. La démonstration qui suit utilise une méthode différente. 

Démonstration: Supposons d 'abord que A soit une algèbre à division dont le degré est 
une puissance de 2: soit 

n = 2 , avec i > 1. 

Si L = 1, alors l'algèbre A est une algèbre de quaternions, et la Proposition est facile à 
établir par un calcul direct. Pour 1a, suite de la démonstration, on peut donc supposer 
£ > 2 et raisonner par induction sur i. 

Soit M C A un sous-corps maximal. On considère une clôture galoisienne M de 
M/k et L C M le sous-corps des invariants sous un 2-sous-groupe de Sylow du groupe 
de Galois de M/k. Le composé L • M C M contient alors une extension quadratique 
de L. De plus, l 'extension L/k est de degré impair, donc l 'homomorphisme d'extension 
des scalaires BrA: —> Br L est injectif sur les éléments de 2-torsion. Dès lors, il suffit 
de démontrer la, Proposition après extension des scalaires à. X; quit te à remplacer A par 
A (g), i , on peut donc supposer que A contient un corps K extension quadrat ique de k. 

On reprend alors les notations du Lemme 3.4: 

A = BMB'. (3) 

Pour b € B , 

TrcU(fc) = TK/k(TrdB(b)\ 

donc la, restriction à B de 1a, forme l\\ est la trace de la forme Tg: 

TA\B = TK/k(Te)-



Comme dise Te = ± 1 , la Proposit ion 1.5 (a) donne: 

c\iscTA\B = 1, 

donc la décomposition (3) entraîne: 

C(TA) = C(Ta\B) + C(T') dans B r k . (4) 

On calcule alors séparément les deux termes du membre de droite. 

Vu que TA\B = TX/KITS) et, NX/K{D\SC TB) = 1, on déduit de la Proposit ion 1.7: 

C(TA\B) = C o r K , k ( C ( T B ) ) + e ( d i s c T B ) + (d, 2)K. (5) 

Par hypothèse d ' induct ion, 

C{Tb) = 2e~2 • B + C{2''-1) clans Br I<-

par ailleurs, comme B est le centralisateur de K dans A, on a A ® K = B dans Br A', 
donc 

Coi~K/k(B) = CovI</k(A ®k I<) = 2 - A dans Br k. 

Par conséquent, 
C o r A V k { C { T B ) ) = 2e'1 • A dans Br k 

et (5) donne: 
C(TA\B) = 2E-1 • A + e ( d i s c T f î ) + (d, 2)K. (6) 

Pour le calcul de C(T'), on utilise la relation T' = TX/K{H). Celle-ci entraîne, par la 
Proposit ion 2.3: 

C{T) = disc,(/i) dans Br k. 

La Proposit ion 2.2 donne par ailleurs la relation suivante dans BrA:: 

C(NK/k(h)) = dise (h) + | «î L
T = 2 

Or, 1a. Proposit ion 3.5 donne une isométrie: 

(NK/k(B'),NK/k(h)) ~ (NK/k{B),NK/k(TB)), 

donc en combinant, les relations précédentes on trouve: 

C(T') = C(NK,K(TB)) + | ( - f /
o ~ 1 ) f c ^ = ^ d a n s Br k. 

On utilise alors la formule qui donne l 'algèbre de Clifford de la norme d 'un espace 
quadrat ique (Proposit ion 1.3) pour obtenir: 

C(T) = e(discTB) + (d,2)k + l[
 ( ~ \ ~ [ ) k j ^ g . ^ 

Les relations (4), (6) et (7) achèvent la démonstrat ion dans le cas où A est une algèbre à 
division dont le degré est une puissance de 2. 



Le cas général se ramène au cas particulier étudié ci-dessus par les arguments suivants: 
d'après la "décomposition primaire" des algèbres simples centrales et le théorème de 
Wedderburn, toute algèbre simple centrale A admet une décomposition: 

A = D ®kE 

où D est une algèbre à division dont le degré est une puissance de 2 et E est une algèbre 
simple centrale sur k déployée par une extension de degré impair. Soit 

deg D = 2e et deg E = e, 

de sorte que n = 2le. On a alors A = D + E dans Br k et vu l 'hypothèse sur E, 

= dans Br k. (8) 

D'après les propriétés 3.1, on a TE = e( l) dans Wk et TA — TE, (g) TE, donc 

Ta = e TD clans Wk. (9) 

Si l = 0, alors j • A — 0 dans Br k et Ta — n( 1) dans Wk, donc la Proposition est claire. 
Si l > 1, on déduit de 1a. relation (9) ci-dessus: 

C(TA) = e • C{TD) + ^ • ( d i s e T e , - 1 ) * dans Br K. 

Or, la propriété 3A(b) donne 

1- m / - 1 Si £ = 1 
C l l S C r B = { 1 si 4? > 1, 

et vu le cas particulier déjà démontré on a 

C(TD) = 2L~X • D + C{21) dans Br k. 

Dès lors, 

C{Ta) = 2('~1E • D + e - C(2?) + ( ^ ' (
N

_1' §Î [ = J y l 0 si i > 1 . 

Vu (8), la Proposition est démontrée, car un calcul direct montre que la somme des deux 
derniers termes est égale à ( ' ( n ) . m 
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